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METODOS NO-VARIACIONALES

Usando el teorema de la funcién inversa - ver [1]

1. Queremos probar que para f € L?(U) con || f||2 suficientemente chico, existe una
tinica solucion u € H2(U) N HE(U) de la ecuacién

—Au+sin(u) = f enU,
u=0 sobre 9U.

Consideramos X := H*(U) N H}(U), Y := L?(U) y L : X — Y definida por
Lu = —Au + sin(u).

a) Verificar que L € C1(X,Y) con DL(u)v = —Av + cos(u)v.
b) Probar que L(0) =0y que DL(0) : X — Y es invertible.

¢) Concluir.

2. Consideramos ahora el problema,

—Au+ud=f enl,
u=0 sobre U.

a) Si intentamos tratar este problema con f € C(U) en el mismo marco funcional
que en el problema anterior, ;que restriccién debemos imponer sobre n?

b) Tomamos X := W2*P(U) N Wol’p(U), Y :=LP(U)y L:X — Y definida por
Lu = —Au+u? con p > 1. Probar que L esta bien definida para p > 1 si
n<3yp>n/3sin>4.

¢) Concluir como en el ejercicio anterior.



Punto fijo

1. (ver [2]) Consideremos la ecuacion

Au+b(Du)=f enU,
u=20 en OU,

donde b : R™ — R™ es Lipschitz. Usar el Teorema de punto fijo de Banach para
mostrar que existe una tnica solucién débil u € H2(Q) N H(Q) si la constante de
Lipschitz Lip(b) es suficientemente pequefia.

2. (ver [3]) Consideremos la ecuacion

Au= f(u) enU
u=0 en OU.

donde U C R"™ es un abierto acotado suave y f € C(R) es acotada. Queremos

probar que esta ecuacién tiene una solucién débil u usando el teorema de punto fijo
de Schauder.

a) Verificar que para toda u € L?(U), la ecuacion Av = f(u) tiene una tnica
solucion débil v € H}(U) vy que ademés

[ollgy )y < Cllf (W)l < M

para algin M > 0.
b) Verificar que la aplicacion T : u € L2(U) — v € L?(U) es continua.

¢) Probar que el conjunto C' = {u € H}(U), Hu||Hé(U) < M} es convexo y
compacto en L2(U) y verifica T(C) C C.
Sug: verificar que es relativamente compacto y cerrado en L2(U).

d) Concluir.

3. Consideramos la ecuacion (ver [4])

Apu= f(z,u) enU
u=20 en OU.

donde U C R" es un abierto acotado suave, p > 2, Ayu = —div(|VulP2Vu) es el
operador p-laplaciano (ver préactica anterior), y f: U X R — R es una funcién de
Caratheodory tal que

1f(z, )| < a(z)+Cls|7"  conae LY (U)

para algin ¢ € (1,p). Queremos probar que esta ecuacion tiene una soluciéon usando
el teorema de punto fijo de Schaefer.



a) Verificar que para todo v € L9 (U) existe una tnica solucién u € Wol’p(U) de

Apu=v enlU
u=0 en OU

Yy que

1
lull < Cllollz™  donde fJull = ullyts g,

Notamos T : v € LY (U) — u € Wy(U).
b) Admitiendo que vale

(]a:\pda: — \y|p*2y, x—y)>Clzr—y/P paratodo z,y € R",

probar que T es continua.

¢) Definimos )
A=ioTof:LI(U)— LYU)

donde
P Wy P(U) = LIU) y  frueLi(U) — f(u()) e LY ().

Verificar que A es continua y compacta.

d) Aplicar el teorema de Schaefer con A (falta verificar la estimacion a priori).

Sub- y super-soluciones

FALTA



Método de monotonia: el teorema de Minty-Browder - ver [5]

% = +00). Probar que
para todo g € R™ la ecuacion f(x) = g tiene solucion (aplicar el lema visto en la clase

sobre el método de monotonia).

Sea T : R™ — R" continua y coerciva (es decir que lim|,_ o

El proposito del ejercicio es extender este resultado a la dimensién infinita suponiendo T’
monotona (teo de Minty-Browder). Mas precisamente consideramos un espacio de
Banach real separable reflexivo X y una funciéon T : X — X’ tal que

(H1) la imagen por T de cualquier conjunto acotado de X es un conjunto acotado en X’
(H2) T es continua (fuertemente): si ||u, — ul|x — 0 entonces ||T(uy,) —T'(u)||x — 0,

(H3) T es coerciva:
T /
L WX
Jul—+o0 |ul
(H4) T es monétona:

(T(u) = T(v),u—v) >0 para todo u,v € X.

Vamos a probar que para cualquier g € X' la ecuacion
T(u)=y
tiene solucién.

La prueba, similar a la vista en la clase, consiste en aproximar este problema por
problemas finito-dimensionales (método de Galerkin).

1. Sea (zp)n>1 tal que < x1,22,... > es denso en X y X, :=< 1, .., x5, >. Notamos
In = g|x, € X, ¥y T : X;y — X, definida por T;,(u) = T'(u)|x,,. Verificar que existe
u, € X, tal que T, (uy,) = gn para todo n > 1.

2. Probar que las sucesiones (uy)n>1 ¥ (T(un))n>1 son acotadas en X y X’
respectivamente.

3. Deducir que existen u € X y g € X' tales que
U, —=u en X,
T(u,) =g en X'
para alguna subsucesion (pensar en el teorema de Banach-Alaoglu para (T'(uy,))).
4. Probar que g = g, (T(up),un) — (g,u) y que
(9—T(),u—v) >0 paratodov € X.

5. Escribiendo v de la forma v =u+tw con t € Ry w € V, deducir que T'(u) = g.

Nota: vimos que T'(u) = g ssiu € H, :={w € X, (9 — T(v),w — v) > 0} para todo
v € X. Como los H, son cerrados y convexos obtenemos que el conjunto de soluciones de
la ecuacion T'(u) = g es cerrado y convexo.



APLICACION: en una abierto acotado suave U C R" consideramos una ecuacién de la
forma

T(u) = — Z@i(ai(:c,u, Vu)) + ap(z,u,Vu) = f  en U,
i=1 (1)

u=0 en JU,

donde f € Wh4(U)' para algun ¢ € (1, +oc0) y las funciones
aj: (z,2,p) € U x RxR" = aj(x,z,p) €R, j =0,1,..,n, verifican las siguientes
condiciones:

(H1’) (regularidad) a; es medible en = para todo (z,p), y continua en (z,p) para ctp
x e U,

(H2’) (monotonia) para ctp x € U, y para todo (z,p), (2/,p),

5 (e 210) — a2 ) s = ) + (a0 200) — ol 2.1 (2 — ) 2 0,
i=1

(H3’) (coercividad) existen C' > 0y h € L*(U) tal que para todo (z, z, p),

n

Zai(l';Zap)pi + ao(l’,Z,p)Z > C(|'Z|q + |p’q) - h(ﬂf),
i=1

(H4") (crecimiento) existen ¢ > 0y g € L (U) tal que

n
Y laiz,z,p)| + lao(z, z,p)| < C(121°"" + |pl ") + g(2),
=1

Notamos X := W, '%(U). Definimos T : X — X' por

(T'(u),v) :Z/ ai(x,u,Vu)awd:L'+/ ap(z,u, Vu)v dz.
=17V v

Verificar que T esta bien definido y verifica (H1)-(H4). Deducir que existe u € X tal que
T(u) = f.
EJEMPLO: verificar que

n

T(u)=—Y 9 (|aiu|f’—2aiu) + |uP~2u,

i=1

con p € (1,400), cumple estas hipotesis (la suma es el pseudo-p-Laplaciano).
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